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1 Lineare Abbildungen

Ausgehend von Vektorrdumen iiber den reellen und den komplexen Zahlen beschiftigen
uns zunéchst Abbildungen zwischen Vektorrdumen. Dabei soll der Vektor eines Vektor-
raumes als Vektor eines anderen Vektorraumes ausgedriickt werden, er soll ,transformiert”
werden.

Formal heifit eine Abbildung f : V' — W zwischen den Vektorrdumen V und W iiber
einem Korper K Lineare Abbildung, wenn gilt:

Vo, va €V ot f(ug +v2) = f(v1) + f(v2)
YweV, ke K : f(k-v)=k-f(v)

Diese so genannten Linearitdtsbedingungen lassen erkennen, dass es sich bei einer Linea-
ren Abbildung um einen Homomorphismus von Vektorrdumen handelt.
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Abbildung 1: Homomorphismus mit Drehen und Addieren



Matrixdarstellung Lineare Abbildungen lassen sich nun durch Matrizen représentieren.
Jede solche darstellende Matrix beschreibt genau eine Lineare Abbildung beziiglich einer
bestimmten Wahl von Basisfamilien fiir die Vektorrdume der Abbildung.

Der Nullvektor wird dabei immer wieder auf den Nullvektor abgebildet.

Einzelne Vektoren werden nun vom einen Vektorraum in den anderen transformiert,
indem sie mit der Matrix multipliziert werden:

M-v=w,veV,weW.
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Abbildung 2: Beispiele fiir Lineare Abbildungen auf der Punktmenge (-6;-7), (-6;2), (-7;1),
(0;8), (7:1), (6;2), (65-7), (-3:-7), (-3;-2), (0:-2), (05-7), (-6;-7).

Ahnliche Matrizen Da die Vektoren von Vektorrdumen im Allgemeinen durch ver-
schiedene Basen ausgedriickt werden kénnen, ergeben sich auch fiir die Formulierung der
gleichen Linearen Abbildung mehrere Méglichkeiten, ndmlich abhéngig von der Wahl der
die Vektorrdume beschreibenden Basen. Matrizen die auf diese Weise die gleiche Lineare
Abbildung beschreiben, heiften dhnliche Matrizen.

Zwei Matrizen M, L sind sich genau dann &dhnlich, wenn es eine invertierbare Matrix
B gibt, so dass gilt:

M=B"1-L-B.

Da dhnliche Matrizen die gleichen Linearen Abbildungen beschreiben, gleichen sich auch
manche ihrer FEigenschaften wie Figenwerte, Determinante, Rang, charakteristisches Po-
lynom.

Es stellt sich wegen der Vielzahl dquivalenter Matrizen die Frage, ob es in einer Familie
dhnlicher Matrizen eine Matrix gibt, die die Lineare Abbildung besonders aussagekréftig
beschreibt. Dies ist gerade die Diagonalmatrix, welche etwas spéter beschrieben wird.



2 Eigenrdaume

Im Folgenden werden nur quadratische Matrizen betrachtet (und damit Lineare Abbil-
dungen, die von einem Vektorraum in denselben abbilden), da sonst das Eigenwertpro-
blem nicht einfach gelést werden kann.

Bei der Transformation von Vektoren kann man feststellen, dass im Gegensatz zu
den meisten Vektoren manche ihre Richtung beibehalten und nur um einen konstanten
Wert gestreckt oder gestaucht und vielleicht gespiegelt werden. Diese Vektoren heifen
FEigenvektoren, die Werte, um die sie skaliert werden Figenwerte.

Abbildung 3: Streckung und Stauchung. Die eingezeichneten Eigenvektoren zeigen die
Richtung fiir die Streckung bzw. die Stauchung an. Entlang dieser beiden Vektoren liegen
alle Eigenvektoren der Linearen Abbildung.

Eigenvektoren v und Eigenwerte A einer Matrix M geniigen also:
M-v=X\-v. (1)

Die Menge der (Eigen-)Vektoren, die zusammen mit einem bestimmten Eigenwert Glei-
chung (1) erfiillen, bildet einen Unterraum des Vektorraums und wird Figenraum ge-
nannt. Die Summe der Dimensionen aller Eigenrdume, bzw. die Anzahl linear unabhén-
giger Eigenvektoren kann kleiner oder gleich der Dimension der Linearen Abbildung sein.

Berechnung der Eigenwerte Gleichung (1) wird umgestellt zu:
(M = \E)-v =0, (2)

wobei E die Einheitsmatrix bezeichnet. Gleichung (2) ist nun genau dann erfiillt, wenn
entweder v der Nullvektor ist, oder wenn gilt:

det(M — \E) = 0.



Dabei heifit det(M — AE) charakteristisches Polynom von M. Die Nullstellen A;...\,
des charakteristischen Polynoms sind genau die Eigenwerte von M.

Dass es sich dabei auch wirklich um ein Polynom handelt, sieht man gut an den
Verfahren zur Berechnung von Determinaten. Durch die Besetzung der Variablen A\ auf
der Hauptdiagonalen der Matrix (M — AF) stellt sich die Determinante als Summe von
A-Potenzen mit verschiedenen Koeffizienten dar, wobei die hochste auftretende Potenz
das Produkt der Hauptdiagonalen ist. Der Grad des Polynoms muss also der Grofe n
der Matrix entsprechen.

Polynome n-ten Grades haben im Bereich der reellen Zahlen héchstens n Nullstellen,
im Bereich der komplexen Zahlen genau n Nullstellen, wobei manche Nullstellen identisch
sein konnen. Bei solchen Stellen gibt die so genannte Vielfachheit an, wieviele Losungen
auf dieselbe Nullstelle fallen. Bei einfachen Nullstellen betrégt ihre Vielfachheit also 1.

Die Vielfachheiten aller unterschiedlicher Nullstellen addieren sich zur Dimension des
Polynoms.

Berechnung von Eigenvektoren Uber die Gleichung
(M~ AE)-v=0

ldsst sich nun fiir jeden vorher ermittelten Eigenwert A eine Menge an Eigenvektoren
ein Figenraum — bestimmen. Die Dimension des FKigenraumes ist dabei mindestens gleich
1, héchstens jedoch gleich der Vielfachheit des entsprechenden Eigenwertes. Aus 1-fachen
Eigenwerten ergeben sich also eindimensionale Eigenrdume.

Beispielrechnung
0,9 0,3

Zunichst werden die Eigenwerte der Linearen Abbildung M = < 03 09

> bestimmt:

0 = det (M — \E)
0,9-X 03 )
0,3 09—\
& 0=(09-)%-0,32
& AN =12 A =06.

= O:det<

Als Néchstes folgt die Berechnung der Eigenrdume mit Hilfe der Eigenwerte:

-0,3 0,3 - [ a
Al 0—(M—)\1E)-v—< 0.3 _0’3>-v:>L1—{vv—(a),a€R}
0,3 0,3 - _ a
Ao 0—(M—)\2E)-v_<073 0,3> v:>L2—{vv—<_a>,a€R}.
Aus den erhaltenen Losungsrdumen wihlen wir nun je einen Vektor aus, und erhalten so
zu den Eigenwerten zwei Eigenvektoren:

o= (D)ne(4)




Beispielrechnung bei vielfachem Eigenwert

3
Es werden die Eigenwerte von M = [ 2
4

=
=
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0 2 bestimmt:

2 3
0 =det (M — \E)

3—A 2 4

0 = det 2 —A 2

4 2 3—-A
0=(14+X1)*8-2))

)\1/2 = *]., )\3 = 8.

Als Néchstes folgt die Berechnung der Eigenrdume mit Hilfe der Eigenwerte:

)\1/2 . 0

=

A3

4 2 4
(M—)\l/QE)'U: 2 1 2 0
4 2 4
a
Lyjp=qvjv= b ,a,beR
—a—3b
-5 2 4
(M — X3E)-v= 2 -8 2 X
4 2 =5
2a
Ly=< vjv= a ,a€R
2a

Aus dem ersten erhaltenen Losungsraum wéhlen wir zwei Vektoren aus, aus dem zweiten
Lésungsraum einen, und erhalten so zu den Eigenwerten drei Eigenvektoren:

1 0

2

[



3 Diagonalisierung

Zusétzlich zu quadratischen Matrizen setzen wir nun noch voraus, dass die Anzahl linear

unabhéngiger Eigenvektoren genauso grof sei wie die Dimension der Linearen Abbildung.
Die ermittelten Eigenwerte A ...\, einer Matrix M werden nun als Hauptdiagonale

einer sonst mit Nullen gefiillten Matrix eingesetzt. Man erhélt die Diagonalmatriz:

AN - 0
D=| : -
0 - A\,

Die Diagonalmatrix ist der urspriinglichen Matrix dhnlich, denn es lasst sich eine Matrix

B finden mit:
M=B-D-B~ !

Die Spalten dieser Matrix sind n linear unabhéngige Eigenvektoren v; ...v, in der Rei-
henfolge der zugehorigen Eigenwerte A ...\, in der Diagonalmatrix:

B:(v1 vn):

Dariiber hinaus ist die Diagonalmatrix dhnlich zu allen Matrizen, die die gleiche Lineare
Abbildung beschreiben. Errechnet man aus ihr erneut Eigenvektoren, erhilt man eine
Orthonormalbasis des Vektorraums.

Die Diagonalmatrix beschreibt somit die Lineare Abbildung besonders einfach und
es lasst sich besonders leicht mit ihr rechnen, da nur auf der Hauptdiagonalen Werte
ungleich 0 liegen.



4 Jordan-Normalform

Die Diagonalmatrix lésst sich nicht bestimmen, wenn nicht geniigend linear unabhéngige
Eigenvektoren existieren. In solchen Féllen wire es praktisch, eine &hnlich einfache Matrix
zur Verfligung zu haben, die ebenfalls dhnlich zu allen Matrizen ist, die die gleiche Lineare
Abbildung beschreiben. Dies ist die Jordan-Matrix, auch Jordan-Normalform genannt.
Zu ihrer Bildung wird die ungeniigend grofse Menge der Eigenvektoren um verallge-
meinerte Eigenvektoren, auch Hauptvektoren genannt, erginzt.
v ist Hauptvektor i-ter Stufe zum Eigenwert \, wenn gilt:

(M = AE) - v =0 (M= AE)™" 0@ 0.

Die bisherigen Eigenvektoren seien Hauptvektoren erster Stufe. Fiir vielfache Eigenwerte,
fiir die sich nicht geniigend FEigenvektoren ergeben, werden weitere Hauptvektoren aus
vorhergehenden mit dem Gleichungssystem

(M — AE) - vl = (=1

schrittweise bei aufsteigendem Index i ermittelt. So werden nacheinander Hauptvektoren
ermittelt, bis ausreichend viele Vektoren vorhanden sind.

Die Dimension des aus den gefundenen Eigen- und Hauptvektoren bestehenden alge-
braischen Eigenraumes ist jetzt gleich der Dimension der Linearen Abbildung.

Zur Erzeugung der Matrix B werden die Eigen- und Hauptvektoren verwendet. Die
durch:

J=B'-M-B

errechnete Matrix J heifst Jordan-Matriz und ist wie die Diagonalmatrix dhnlich zu allen
Matrizen derselben Linearen Abbildung.

Sie setzt sich aus Blécken zusammen, wobei die Anzahl der Blécke der Anzahl linear
unabhéngiger Eigenvektoren (ohne Hauptvektoren) entspricht. Fiir eine Matrix mit e
linear unabhangigen Eigenvektoren gilt also:

J - 0
J=| o
0 - J.

Jeder solcher Jordan-Block J; ist quadratisch und entspricht einem Eigenwert. Die Viel-
fachheit eines Eigenwertes bestimmt die Seitenlinge des korrespondierenden Jordan-

Blockes. Entlang der Hauptdiagonalen weist er seinen Eigenwert auf, entlang der Diago-
nalen direkt dariiber Einsen, und besteht sonst ausschliefslich aus Nullen:

N1 -0
J; = 0 Ai
: . .1
0 -~ 0 N\

Ist die Anzahl linear unabhingiger Eigenvektoren der Matrix n so grofs wie der Wert
ihrer Dimension, so besteht die Jordan-Matrix aus n Blécken der Gréfe 1, und ist damit
identisch mit der Diagonalmatrix.



Beispielrechnung

1 0 1
Fiir die Matrix M = | 2 —2 —1 | errechnen sich die Eigenwerte \; = —2 mit der
0 0 1
0
Vielfachheit 1 und Ay = 1 mit der Vielfachheit 2. Die Eigenrdume dazu sind a a€R
0
a
und % a € R 3. Fiir einen einfachen Rechenweg wihlen wir aus dem ersten den
0
0 1
Vektor v = 1 und aus dem zweiten den Vektor vy = % als Eigenvektoren
0 0
aus.

Da der Eigenwert A\ eine Vielfachheit von 2 hat, sich dazu aber nur ein einziger Eigen-
vektor ermitteln ldsst (mehrere wéren linear abhéngig), bendtigen wir dazu noch einen
Hauptvektor. Wir 16sen fiir Ay und den Eigenvektor vy die Gleichung (M — Mo E)v' = v

0o 0 1
und erhalten mit (M — M\FE) = | 2 —3 —1 | durch Einsetzen den Losungsraum
0 0 O
a a € R ». Daraus wihlen wir wiederum den Vektor vy = 1 als
1 1
Hauptvektor aus.
0 1
Die ermittelten Eigen- und Hauptvektoren ergeben spaltenweise die Matrix B = | 1 %
0
-2 00
Mit J = B~'. M - B ergibt sich somit die Jordanmatrix .J = 0 1 1 |],dieausden
0 0 1
o 11 . .
zwei Blocken J; = (=2) und Jy = < 0 1 > besteht, jeweils den Eigenwerten \; = —2

und Ay = 1 entsprechend.

— =l



5 Taylorreihen

Bendtigt man die Ndherung einer beliebigen Funktion in der Umgebung einer bestimmten
Stelle, so kann man sich der Taylorentwicklung bedienen. Als Naherungsfunktion wird
dabei ein Polynom benutzt, das so genannte Taylorpolynom.

Die Funktionswerte einer Funktion f sind dquivalent berechenbar durch:

e (n)x
flx) = f(xo)+ I(xo )(:E—:Eo)+f;!0)($—w0)2+...+fn(!o)(a:—:no)”—i—...
_ Zf x_xo)k?
k=0

wobei x( eine beliebige aber bestimmte Stelle bezeichnet, die Entwicklungsstelle.
Um ein Taylorpolynom fiir eine Ndherung n-ten Grades zu erhalten, werden nur die
ersten n Summanden der Formel genommen:

)y
7) =;fkﬂ°’<x—xo>k.

Als Voraussetzung muss die zu ndhernde Funktion an der Entwicklungsstelle xg n-mal
stetig differenzierbar sein.

Zwar steigt mit hoherem Naherungsgrad die Ndherungsgiite in der Umgebung der
Entwicklungsstelle, oftmals werden aber nur ganz wenige der ersten Entwicklungsglie-
der bendtigt, hdufig nur die ersten zwei oder drei, womit sich lineare bzw. quadratische
Polynome ergeben. Der Berechnungsaufwand kann so stark reduziert werden.

Spezielle Taylorpolynome Bei den Taylorreihen einiger Funktionen treten durch die
Eigenschaften der Funktionen an gewissen Entwicklungsstellen weitere Vereinfachungen
auf. So berechnen sich die Taylorpolynome fiir die Exponentialfunktion und die Sinus-
funktion an der Stelle xg = 0 wie folgt:

fx) =€

2
n $2k’+1
f(z) =sinz = Tn(a:):;o(—nkw.

10
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Abbildung 4: Annéherung der Exponentialfunktion f(x) = e® durch ein lineares Taylor-
polynom, ein Taylorpolynom vierten und eines fiinfzehnten Grades. Das Polynom fiinf-
zehnten Grades ndhert in dieser Umgebung bereits so genau, dass sein Graph nicht mehr
von der Ursprungsfunktion unterschieden werden kann.

11



6 Literatur

BENKER, HANS: Mathematik mit MATLAB (Berlin [u.a.]: Springer, 2000)

MATHEWS, JOHN H.: Numerical methods using Matlab (Upper saddle River, NJ: Pear-
son Prentice Hall, 2004)

PAREIGTS, BODO: Lineare Algebra fiir Informatiker (Berlin [u.a.]: Springer, 2000)

STRANG, GILBERT: Lineare Algebra (Berlin [u.a.|: Springer, 2003)

Joos, G. UND KALuzA, TH.: Hohere Mathematik fir den Praktiker (Leipzig: Johann
Ambrosius Barth, 1952)

BRONSTEIN, [.LN. UND SEMENDJAJEW, K.A.: Taschenbuch der Mathematik (Leipzig:
Teubner Verlagsgesellschaft, 1960)

University Level Mathematics (University of Surrey, England) (30. November 2005):
http://www.maths.surrey.ac.uk/interactivemaths /emmaspages/

12



