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1 Lineare AbbildungenAusgehend von Vektorräumen über den reellen und den komplexen Zahlen bes
häftigenuns zunä
hst Abbildungen zwis
hen Vektorräumen. Dabei soll der Vektor eines Vektor-raumes als Vektor eines anderen Vektorraumes ausgedrü
kt werden, er soll �transformiert�werden.Formal heiÿt eine Abbildung f : V → W zwis
hen den Vektorräumen V und W übereinem Körper K Lineare Abbildung, wenn gilt:
∀v1, v2 ∈ V : f(v1 + v2) = f(v1) + f(v2)

∀v ∈ V, k ∈ K : f(k · v) = k · f(v)Diese so genannten Linearitätsbedingungen lassen erkennen, dass es si
h bei einer Linea-ren Abbildung um einen Homomorphismus von Vektorräumen handelt.
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Abbildung 1: Homomorphismus mit Drehen und Addieren
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Matrixdarstellung Lineare Abbildungen lassen si
h nun dur
h Matrizen repräsentieren.Jede sol
he darstellende Matrix bes
hreibt genau eine Lineare Abbildung bezügli
h einerbestimmten Wahl von Basisfamilien für die Vektorräume der Abbildung.Der Nullvektor wird dabei immer wieder auf den Nullvektor abgebildet.Einzelne Vektoren werden nun vom einen Vektorraum in den anderen transformiert,indem sie mit der Matrix multipliziert werden:
M · v = w, v ∈ V, w ∈ W.
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Abbildung 2: Beispiele für Lineare Abbildungen auf der Punktmenge (-6;-7), (-6;2), (-7;1),(0;8), (7;1), (6;2), (6;-7), (-3;-7), (-3;-2), (0;-2), (0;-7), (-6;-7).Ähnli
he Matrizen Da die Vektoren von Vektorräumen im Allgemeinen dur
h ver-s
hiedene Basen ausgedrü
kt werden können, ergeben si
h au
h für die Formulierung derglei
hen Linearen Abbildung mehrere Mögli
hkeiten, nämli
h abhängig von der Wahl derdie Vektorräume bes
hreibenden Basen. Matrizen die auf diese Weise die glei
he LineareAbbildung bes
hreiben, heiÿen ähnli
he Matrizen.Zwei Matrizen M , L sind si
h genau dann ähnli
h, wenn es eine invertierbare Matrix
B gibt, so dass gilt:

M = B−1 · L · B.Da ähnli
he Matrizen die glei
hen Linearen Abbildungen bes
hreiben, glei
hen si
h au
hman
he ihrer Eigens
haften wie Eigenwerte, Determinante, Rang, 
harakteristis
hes Po-lynom.Es stellt si
h wegen der Vielzahl äquivalenter Matrizen die Frage, ob es in einer Familieähnli
her Matrizen eine Matrix gibt, die die Lineare Abbildung besonders aussagekräftigbes
hreibt. Dies ist gerade die Diagonalmatrix, wel
he etwas später bes
hrieben wird.3



2 EigenräumeIm Folgenden werden nur quadratis
he Matrizen betra
htet (und damit Lineare Abbil-dungen, die von einem Vektorraum in denselben abbilden), da sonst das Eigenwertpro-blem ni
ht einfa
h gelöst werden kann.Bei der Transformation von Vektoren kann man feststellen, dass im Gegensatz zuden meisten Vektoren man
he ihre Ri
htung beibehalten und nur um einen konstantenWert gestre
kt oder gestau
ht und viellei
ht gespiegelt werden. Diese Vektoren heiÿenEigenvektoren, die Werte, um die sie skaliert werden Eigenwerte.
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Abbildung 3: Stre
kung und Stau
hung. Die eingezei
hneten Eigenvektoren zeigen dieRi
htung für die Stre
kung bzw. die Stau
hung an. Entlang dieser beiden Vektoren liegenalle Eigenvektoren der Linearen Abbildung.Eigenvektoren v und Eigenwerte λ einer Matrix M genügen also:
M · v = λ · v. (1)Die Menge der (Eigen-)Vektoren, die zusammen mit einem bestimmten Eigenwert Glei-
hung (1) erfüllen, bildet einen Unterraum des Vektorraums und wird Eigenraum ge-nannt. Die Summe der Dimensionen aller Eigenräume, bzw. die Anzahl linear unabhän-giger Eigenvektoren kann kleiner oder glei
h der Dimension der Linearen Abbildung sein.Bere
hnung der Eigenwerte Glei
hung (1) wird umgestellt zu:

(M − λE) · v = 0, (2)wobei E die Einheitsmatrix bezei
hnet. Glei
hung (2) ist nun genau dann erfüllt, wennentweder v der Nullvektor ist, oder wenn gilt:
det(M − λE) = 0.4



Dabei heiÿt det(M − λE) 
harakteristis
hes Polynom von M . Die Nullstellen λ1 . . . λndes 
harakteristis
hen Polynoms sind genau die Eigenwerte von M .Dass es si
h dabei au
h wirkli
h um ein Polynom handelt, sieht man gut an denVerfahren zur Bere
hnung von Determinaten. Dur
h die Besetzung der Variablen λ aufder Hauptdiagonalen der Matrix (M − λE) stellt si
h die Determinante als Summe von
λ-Potenzen mit vers
hiedenen Koe�zienten dar, wobei die hö
hste auftretende Potenzdas Produkt der Hauptdiagonalen ist. Der Grad des Polynoms muss also der Gröÿe nder Matrix entspre
hen.Polynome n-ten Grades haben im Berei
h der reellen Zahlen hö
hstens n Nullstellen,im Berei
h der komplexen Zahlen genau n Nullstellen, wobei man
he Nullstellen identis
hsein können. Bei sol
hen Stellen gibt die so genannte Vielfa
hheit an, wieviele Lösungenauf dieselbe Nullstelle fallen. Bei einfa
hen Nullstellen beträgt ihre Vielfa
hheit also 1.Die Vielfa
hheiten aller unters
hiedli
her Nullstellen addieren si
h zur Dimension desPolynoms.Bere
hnung von Eigenvektoren Über die Glei
hung

(M − λE) · v = 0lässt si
h nun für jeden vorher ermittelten Eigenwert λ eine Menge an Eigenvektoren �ein Eigenraum � bestimmen. Die Dimension des Eigenraumes ist dabei mindestens glei
h1, hö
hstens jedo
h glei
h der Vielfa
hheit des entspre
henden Eigenwertes. Aus 1-fa
henEigenwerten ergeben si
h also eindimensionale Eigenräume.Beispielre
hnungZunä
hst werden die Eigenwerte der Linearen Abbildung M =

(

0,9 0,3
0,3 0,9

) bestimmt:
0 = det (M − λE)

⇔ 0 = det

(

0,9 − λ 0,3
0,3 0,9 − λ

)

⇔ 0 = (0,9 − λ)2 − 0,32

⇔ λ1 = 1,2; λ2 = 0,6.Als Nä
hstes folgt die Bere
hnung der Eigenräume mit Hilfe der Eigenwerte:
λ1 : 0 = (M − λ1E) · v =

(

−0,3 0,3
0,3 −0,3

)

· v ⇒ L1 =

{

v

∣

∣

∣

∣

∣

v =

(

a

a

)

, a ∈ R

}

λ2 : 0 = (M − λ2E) · v =

(

0,3 0,3
0,3 0,3

)

· v ⇒ L2 =

{

v

∣

∣

∣

∣

∣

v =

(

a

−a

)

, a ∈ R

}

.Aus den erhaltenen Lösungsräumen wählen wir nun je einen Vektor aus, und erhalten sozu den Eigenwerten zwei Eigenvektoren:
v1 =

(

1
1

)

; v2 =

(

1
−1

)
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Beispielre
hnung bei vielfa
hem EigenwertEs werden die Eigenwerte von M =





3 2 4
2 0 2
4 2 3



 bestimmt:
0 = det (M − λE)

⇔ 0 = det





3 − λ 2 4
2 −λ 2
4 2 3 − λ





⇔ 0 = (1 + λ)2(8 − λ)

⇔ λ1/2 = −1; λ3 = 8.Als Nä
hstes folgt die Bere
hnung der Eigenräume mit Hilfe der Eigenwerte:
λ1/2 : 0 = (M − λ1/2E) · v =





4 2 4
2 1 2
4 2 4



 · v

⇒ L1/2 =







v

∣

∣

∣

∣

∣

v =





a

b

−a − 1
2b



 , a, b ∈ R







λ3 : 0 = (M − λ3E) · v =





−5 2 4
2 −8 2
4 2 −5



 · v

⇒ L3 =







v

∣

∣

∣

∣

∣

v =





2a

a

2a



 , a ∈ R







.Aus dem ersten erhaltenen Lösungsraum wählen wir zwei Vektoren aus, aus dem zweitenLösungsraum einen, und erhalten so zu den Eigenwerten drei Eigenvektoren:
v1 =





1
0
−1



 ; v2 =





0
1
−1

2



 ; v3 =





2
1
2



 .
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3 DiagonalisierungZusätzli
h zu quadratis
hen Matrizen setzen wir nun no
h voraus, dass die Anzahl linearunabhängiger Eigenvektoren genauso groÿ sei wie die Dimension der Linearen Abbildung.Die ermittelten Eigenwerte λ1 . . . λn einer Matrix M werden nun als Hauptdiagonaleeiner sonst mit Nullen gefüllten Matrix eingesetzt. Man erhält die Diagonalmatrix :
D =







λ1 · · · 0... . . . ...
0 · · · λn






.Die Diagonalmatrix ist der ursprüngli
hen Matrix ähnli
h, denn es lässt si
h eine MatrixB �nden mit:

M = B · D · B−1.Die Spalten dieser Matrix sind n linear unabhängige Eigenvektoren v1 . . . vn in der Rei-henfolge der zugehörigen Eigenwerte λ1 . . . λn in der Diagonalmatrix:
B =

(

v1 . . . vn

)

=







v11 · · · vn1... . . . ...
v1n · · · vnn





Darüber hinaus ist die Diagonalmatrix ähnli
h zu allen Matrizen, die die glei
he LineareAbbildung bes
hreiben. Erre
hnet man aus ihr erneut Eigenvektoren, erhält man eineOrthonormalbasis des Vektorraums.Die Diagonalmatrix bes
hreibt somit die Lineare Abbildung besonders einfa
h undes lässt si
h besonders lei
ht mit ihr re
hnen, da nur auf der Hauptdiagonalen Werteunglei
h 0 liegen.
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4 Jordan-NormalformDie Diagonalmatrix lässt si
h ni
ht bestimmen, wenn ni
ht genügend linear unabhängigeEigenvektoren existieren. In sol
hen Fällen wäre es praktis
h, eine ähnli
h einfa
he Matrixzur Verfügung zu haben, die ebenfalls ähnli
h zu allen Matrizen ist, die die glei
he LineareAbbildung bes
hreiben. Dies ist die Jordan-Matrix, au
h Jordan-Normalform genannt.Zu ihrer Bildung wird die ungenügend groÿe Menge der Eigenvektoren um verallge-meinerte Eigenvektoren, au
h Hauptvektoren genannt, ergänzt.
v(i) ist Hauptvektor i-ter Stufe zum Eigenwert λ, wenn gilt:

(M − λE)i · v(i) = 0 ∧ (M − λE)i−1 · v(i) 6= 0.Die bisherigen Eigenvektoren seien Hauptvektoren erster Stufe. Für vielfa
he Eigenwerte,für die si
h ni
ht genügend Eigenvektoren ergeben, werden weitere Hauptvektoren ausvorhergehenden mit dem Glei
hungssystem
(M − λE) · v(i) = v(i−1)s
hrittweise bei aufsteigendem Index i ermittelt. So werden na
heinander Hauptvektorenermittelt, bis ausrei
hend viele Vektoren vorhanden sind.Die Dimension des aus den gefundenen Eigen- und Hauptvektoren bestehenden alge-brais
hen Eigenraumes ist jetzt glei
h der Dimension der Linearen Abbildung.Zur Erzeugung der Matrix B werden die Eigen- und Hauptvektoren verwendet. Diedur
h:

J = B−1 · M · Berre
hnete Matrix J heiÿt Jordan-Matrix und ist wie die Diagonalmatrix ähnli
h zu allenMatrizen derselben Linearen Abbildung.Sie setzt si
h aus Blö
ken zusammen, wobei die Anzahl der Blö
ke der Anzahl linearunabhängiger Eigenvektoren (ohne Hauptvektoren) entspri
ht. Für eine Matrix mit ǫlinear unabhängigen Eigenvektoren gilt also:
J =







J1 · · · 0... . . . ...
0 · · · Jǫ






.Jeder sol
her Jordan-Blo
k Ji ist quadratis
h und entspri
ht einem Eigenwert. Die Viel-fa
hheit eines Eigenwertes bestimmt die Seitenlänge des korrespondierenden Jordan-Blo
kes. Entlang der Hauptdiagonalen weist er seinen Eigenwert auf, entlang der Diago-nalen direkt darüber Einsen, und besteht sonst auss
hlieÿli
h aus Nullen:

Ji =













λi 1 · · · 0

0 λi
. . . ...... . . . . . . 1

0 · · · 0 λi













.Ist die Anzahl linear unabhängiger Eigenvektoren der Matrix n so groÿ wie der Wertihrer Dimension, so besteht die Jordan-Matrix aus n Blö
ken der Gröÿe 1, und ist damitidentis
h mit der Diagonalmatrix. 8



Beispielre
hnungFür die Matrix M =





1 0 1
2 −2 −1
0 0 1



 erre
hnen si
h die Eigenwerte λ1 = −2 mit derVielfa
hheit 1 und λ2 = 1 mit der Vielfa
hheit 2. Die Eigenräume dazu sind 









0
a

0





∣

∣

∣

∣

∣

a ∈ R





und 









a
2
3
0





∣

∣

∣

∣

∣

a ∈ R







. Für einen einfa
hen Re
henweg wählen wir aus dem ersten denVektor v1 =





0
1
0



 und aus dem zweiten den Vektor v2 =





1
2
3
0



 als Eigenvektorenaus.Da der Eigenwert λ2 eine Vielfa
hheit von 2 hat, si
h dazu aber nur ein einziger Eigen-vektor ermitteln lässt (mehrere wären linear abhängig), benötigen wir dazu no
h einenHauptvektor. Wir lösen für λ2 und den Eigenvektor v2 die Glei
hung (M − λ2E)v′ = v2und erhalten mit (M − λ2E) =





0 0 1
2 −3 −1
0 0 0



 dur
h Einsetzen den Lösungsraum










5
6 + 3

2a

a

1





∣

∣

∣

∣

∣

a ∈ R







. Daraus wählen wir wiederum den Vektor v3 =





7
3
1
1



 alsHauptvektor aus.Die ermittelten Eigen- und Hauptvektoren ergeben spaltenweise die Matrix B =





0 1 7
3

1 2
3 1

0 0 1



.Mit J = B−1 ·M ·B ergibt si
h somit die Jordanmatrix J =





−2 0 0
0 1 1
0 0 1



, die aus denzwei Blö
ken J1 = (−2) und J2 =

(

1 1
0 1

) besteht, jeweils den Eigenwerten λ1 = −2und λ2 = 1 entspre
hend.
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5 TaylorreihenBenötigt man die Näherung einer beliebigen Funktion in der Umgebung einer bestimmtenStelle, so kann man si
h der Taylorentwi
klung bedienen. Als Näherungsfunktion wirddabei ein Polynom benutzt, das so genannte Taylorpolynom.Die Funktionswerte einer Funktion f sind äquivalent bere
henbar dur
h:
f(x) = f(x0) +

f ′(x0)

1
(x − x0) +

f ′′(x0)

2!
(x − x0)

2 + . . . +
f (n)(x0)

n!
(x − x0)

n + . . .

=
∞

∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x − x0)

k,wobei x0 eine beliebige aber bestimmte Stelle bezei
hnet, die Entwi
klungsstelle.Um ein Taylorpolynom für eine Näherung n-ten Grades zu erhalten, werden nur dieersten n Summanden der Formel genommen:
Tn(x) =

n
∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x − x0)

k.Als Voraussetzung muss die zu nähernde Funktion an der Entwi
klungsstelle x0 n-malstetig di�erenzierbar sein.Zwar steigt mit höherem Näherungsgrad die Näherungsgüte in der Umgebung derEntwi
klungsstelle, oftmals werden aber nur ganz wenige der ersten Entwi
klungsglie-der benötigt, häu�g nur die ersten zwei oder drei, womit si
h lineare bzw. quadratis
hePolynome ergeben. Der Bere
hnungsaufwand kann so stark reduziert werden.Spezielle Taylorpolynome Bei den Taylorreihen einiger Funktionen treten dur
h dieEigens
haften der Funktionen an gewissen Entwi
klungsstellen weitere Vereinfa
hungenauf. So bere
hnen si
h die Taylorpolynome für die Exponentialfunktion und die Sinus-funktion an der Stelle x0 = 0 wie folgt:
f(x) = ex ⇒ Tn(x) =

n
∑

k=0

xk

k!

f(x) = sinx ⇒ Tn(x) =
n

∑

k=0

(−1)k x2k+1

(2k + 1)!
.
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Abbildung 4: Annäherung der Exponentialfunktion f(x) = ex dur
h ein lineares Taylor-polynom, ein Taylorpolynom vierten und eines fünfzehnten Grades. Das Polynom fünf-zehnten Grades nähert in dieser Umgebung bereits so genau, dass sein Graph ni
ht mehrvon der Ursprungsfunktion unters
hieden werden kann.
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